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We give a new proof of the characterization-due to Trombi and Varadarajan 
-of Fourier transforms of functions on a noncompact symmetric space, which 
are biinvariant and rapidly decreasing in the L.9 sense. 
1. NOTATIONS 
Nous suivons le plus souvent, les notations traditionnelles en la matiere 
(cf. [I 11). Soit g une algebre de Lie semi-simple sur R, g = f @ p une de- 
composition de Cartan de g, gc la complexifiee de g, et u = f @ z$ la forme 
reelle compacte associee. 
On note Gc le groupe de Lie complexe, simplement connexe d’algebre de Lie 
gc , et G, U, K les sous-groupes analytiques d’algebres de Lie respectives g, 
u, 1. Soit a un sous-espace abelien maximal de p, et lj une sous-algebre abelienne 
maximale de g contenant a; on a lj = ljr @ a, oti ljr = lj n f. On note fc , 
hc , pc les complexifiees de f, lj, p. 
Soit d le systeme de racines de la paire (gc , ljc), et Z le systeme des racines 
(restreintes) de la paire (g, a). Les racines de (gc , ljc) sont reelles sur $r @ a. 
On introduit des ordres compatibles sur les duauxl de a et de zljr @ a, et on 
designe par .4+ (resp. Z+) I’ensemble des racines (resp. restreintes) positives 
pour cet ordre. La forme de Killing est definie positive sur ;ljt @ a, et fournit 
done un produit scalaire, note ( , ); par dualid, on munit Cgalement le dual d’un 
produit scalaire. On l’etend en une forme hermitienne sur le complexifie. Soit 
G = KAN la decomposition d’Iwasawa associee, a+ la chambre de Weyl 
dominante, p la demi-somme des racines restreintes positives, et W le groupe 
de Weyl du systeme Z. On designe par fn (resp. fc , f,) l’espace vectoriel des 
formes lineaires sur a a valeurs reelles (resp. complexes, imaginaires pures). 
1 Par dual, on entend l’espace vectoriel des formes linkaires B vsleurs r6elles. 
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Pour chaque h E fc , on d&kit la fonction spherique Clementaire yn par 
G 3 g t-+ VA(g) = j e(-o+A)(H(gr)) dk, 
oti H(g) designe l’unique Clement de a tel que g E K exp H(g)N. On designe 
par X = G/K l’espace riemannien symetrique de type non compact, et par 
9(X) l’algebre des operateurs differentiels sur X qui commutent a l’action de G. 
Cette algebre est commutative et Q+ est, pour chaque h E fe , une fonction 
des operateurs D E 9(X). Plus precisement, on a Dp, = ro(h) P)~ , oh, pour 
D E B(X), yD est un polynome sur fc ; on sait que D ++ yo est un isomorphisme 
d’algebres de 9(X) sur l’algebre des polynomes invariants par le groupe de 
Weyl W. 
On note % l’algebre enveloppante de gc ; si (XJlsisB est une base de g, 
on sait qu’une base de %2 est constituee par les Xor = pi1 ... X2, ou 01 est un 
multi indice entier positif ou nul; on note 1 (Y 1 = a1 + ... + 01~ . 
Deux fonctions spheriques jouent un role particulier pour les questions 
de comportement B l’infini: 
- d’une part la fonction spherique v,, , que nous noterons E, c’est-a-dire 
E(k,dz,) = E(u) = J, e-“(H(aK)) dk 
- d’autre part l’unique fonction u: G + R +, biinvariante par K, et telle que 
VH E a, a(exp H) = (H, H) = 1 H 12. 
On designe par & l’espace des fonctions C” a support compact sur G, 
biinvariantes par K, muni de sa topologie naturelle. Si f~ & , on definit sa 
transformee de Fourier 9-f par 
oti dg designe une mesure de Haar sur G convenablement normalkke. 
Deux resultats fondamentaux concernant cette transformation de Fourier 
sont les suivants: 
(a) la transformation de Fourier est un isomorphisme topologique de - 
Ye sur l’espace PW(f), oh PW(f) designe l’espace vectoriel (muni de la topologie 
naturelle) des fonctions F: fc --f C, qui sont holomorphes, invariantes par le 
groupe de Weyl, et qui satisfont la condition: 11 existe R > 0, tel que, pour 
tout operateur differentiel holomorphe D sur fc a coefficients polynomiaux, 
sup e--RIRe(h)I 1DF(X)\ < +a. 
AEfC 
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Pour la demonstration voir [5; 11, II, p. 3.591. 
(b) une formule de Plancherel 
oh c(h) est une fonction dont l’expression est connue explicitement. En parti- 
culier, c(h)-l est analytique sur f, , a croissance dominCe par un polynome. 
Pour une demonstration, voir [S], [ll], II, $2. 
Le resultat est d’ailleurs plus precis, puisqu’on montre que la transformee 
de Fourier s’etend en une isometric de L2(K\G/K) sur I’espace des fonctions 
invariantes par W et de car& integrable pour (l/[v) j c(h)/e2 dh. 
11 existe d’autres espaces de fonctions pour lesquels une caracterisation 
des transformees de Fourier correspondantes a CtC obtenue: ce sont les analogues 
des espaces de Schwartz, notes Yr dans la suite (0 < p < 2). Le cas p = 2 
a CtC CtudiC par Harish-Chandra [4]; 1 e casp quelconque par Trombi et Varada- 
rajan [9]. Tenant pour acquis le resultat pour p = 2, nous donnons une de- 
monstration du cas p quelconque, en developpant une methode fondee sur une 
formule de type Clebsch-Gordan, methode deja utilisee dans [lo]. Notre 
espoir est que cette methode apparaitre comme assez simple, et permettra 
d’attaquer d’autres problemes de l’analyse harmonique des fonctions biin- 
variantes. 
J’adresse mes remerciements a D. Barlet, pour les discussions que nous avons 
eues a propos de geometric analytique Clementaire. 
2. LES ESPACES DE FONCTIONS SPHhRIQUES A DlkROISSANCE RAPIDE 
Soit 0 < p < 2, m E N, et D E %; pour toute fonction f, C” sur G, a valeurs 
complexes, on pose 
Ifl p,,m,D = z,“Gp (1 + “(X))“E(x)-“‘” 1 Df(x)l. 
On appelle #P I’espace vectoriel des fonctions C” sur G, biinvariantes par K, 
telles que pour tout m E N, et tout D e 9, j f Ja,m,D soit fini. L’espace 9P, muni 
de la topologie definie B partir des semi-normes if ID,.m,D est un espace de 
FrCchet, et on sait que $0 est dense dans 9P. La topologie de $D peut &tre 
definie par d’autres semi-normes, notamment en utilisant des operateurs 
differentiels invariants 5 droite (cf. [11], lemme 8.3.7.12). 
Rappelons quelques inegalites fondamentales ur la fonction 9 et ses derivees 
(cf. r3n. 
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VHE&, S(exp H) > e-~(~) 
il existe des constantes C > 0, d 3 0, telles que 
VHEil,, B(exp H) < C(l + 1 H 1)” e-pcH) 
VD E %, il existe une constante C > 0, telle que 
Vx E G, j DE(x)/ < C . E(x). 
(1) 
(2) 
(3) 
PROPOSITION 1. Soit 0 < p < 2, et s = 219 - 1; l’application f ++ f. Ews 
est un isomorphisme d’espaces de Fre’chet de Yp SW P. 
Soit d’abord f E 9P; 
Si maintenant D E %Y, on note qu’une conskquence immkdiate de I’inCgalitC 
(3) est que j DE--“(x)/ < C E-“( x ), oh C est une constante positive, Cventuelle- 
ment diffkrente. En utilisant la formule de Leibnitz, on voit que 
I Df=W < CV4 . (>1 I&f(4), 
a 
oti les D, sont des ClCments de %! de degrC infkrieur ou Cgal g celui de D. Par 
suite, en utilisant le rhsultat prCcCdent, il vient 
If- I #-S 2,m.D < c ’ c t f bn.D, . 
a 
L’application va done bien de 9~ dans Y2, et est continue. 
Soit maintenant, pour g E 92 , l’application g --f gB; on montre de man&e 
tout-a-fait analogue qu’elle est continue de 92 dans 9p. Or c’est manifestement 
l’application rtkiproque de la prCcCdente; d’oh le rksultat. 
Soit maintenant s > 0, et posons pour plus de commoditC 
Cs(x) = ~(~+~)~(x) = jK esp(H(hK)) dk x E G. 
PROPOSITION 2. On a les inCgalit& suivantes: 
Vx E G S(x)-” < c,&(x) 
Vx E G &(x) < C(l + U(X))” E(X)-“, 
avec des constantes C > 0 et d > 0 12e dipendant que de s. 
VD E S 1 Dr$,(x)j < C(1 + u(x))” S(x)-$, 
(4) 
(5) 
(6) 
aoec des constantes C > 0 et d 3 0 ne d&pendant que de s et de D. 
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Pour montrer (4), on Ccrit 
Cd4 = JK (e- oLwrk)y & 3 (1 
e-Pufw) & -, 
K 1 
grace a la convexite sur IO, + 001 de t M t-S. 
Pour montrer (5), on rappelle que pour h E A+ et k E K, 
par suite 
dlog h) 2 dfWW CL31 P. 281) 
Vh E A+, 
s 
pufubk)) & < esD(loi3h). 
K 
L’inCgalitC (5) s’en deduit en utilisant (l), et le fait que les deux membres de 
1’inCgalitC sont K-biinvariants. 
Enfin (6) resulte de (5) et d’une inegalite d’Harish-Chandra ([3], p. 294). 
On peut resumer la proposition 2 en disant, qu’en ce qui concerne la mesure 
de la decroissance a l’infini dds fonctions, l’une quelconque des 4,? fait aussi 
bien l’affaire que S. On a par exemple l’analogue de la proposition I. 
PROPOSITION 3. Soit 0 < p < 2, et s = (2/p) - 1; l’application f w f . +s 
est un isomorphisme d’espaces de Frkchet de 9~ sur .P. 
La demonstration est analogue a celle de la proposition 1. 
Donnons quelques indications sur la suite: on va montrer qu’au moins 
lorsque s est un entier pair, la transformee de Fourier de f. 4, s’exprime simple- 
ment en terme de la transform&e de Fourier de f. D’oh la possibilite de deduire 
la caracterisation des transformees de Fourier de $9, connaissant celle des 
transformees de Fourier de Y2. 
3. UNE FORMULE DE CLEBSCH-GORDAN 
Par hypothbe, Gc est le groupe simplement connexe d’algebre de Lie gc ; 
G est le sous-groupe connexe de Gc , d’algebre de Lie g; introduisons enfin 
le sous-espace connexe, compact U d’algebre de Lie II = f, + z& . Les repre- 
sentations irreductibles de dimension finie de G s’identifient a celles de Gc , 
ou a celles de U. I&ant don&e une telle representation, on munit l’espace de 
la representation du produit scalaire (unique a un facteur p&s) pour lequel 
l’action de U est unitaire. 
Les classes d’equivalence de representations irreductibles de dimension finie 
de Gc sont classifiees par leur poids dominant: ce sont les formes lirkaires A 
sur fjc , qui sont telles que 2(A, ar)/(f~, a) soi un entier positif ou nul pour tout ‘t 
01 E d-t; reciproquement si A satisfait ces conditions, nous noterons 7~~ la repre- 
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sentation de dimension finie de Gc associee. Nous aurons besoin du resultat 
suivant (cf. [6, p. 243; 7, p. 3941). 
PROPOSITION 4. Soient A, A’, A”, trois poids dominants; pour que T*- 
j&we duns la dkomposition de rr* @ r,~ , il est ntkessaire que A” puisse s’tkrire 
comme somme de A et d’un poids de an’ . 
Une representation irreductible de G est dite de classe 1 s’il existe un vecteur 
non nul invariant par l’action de K. 
Les poids dominants des representations de dimension finie qui sont de 
classe 1 sont caracterises par les proprietes suivantes (cf. [ll, I, chap. 3.31) 
Nous noterons 
Clairement, 
= 
C+=(AE~~,V”EA+,(A,Z)>O}, 
c;+ = {A E fa , VA E C+, (h, A) >, 0). 
X E fB 1 X = i tpi , avec ti >, 0 Vl < i < 1 
i=l 
Enfin C+ C c+ (cf. [3, p. 2791). 
PROPOSITION 5. Soit A E C+; les ensembles suivants sont identiques: 
(1) l’enveloppe convexe de (wA}w6w 
(2) {A E fr I VH E a+, VW E W, WA(H) < A(H)] 
(3) n w(A - c+). 
WOW 
Soit h f (l), et soit HE a+; on a WA(H) < A(H) pour tout w E W; done aussi 
)\(H) < A(H) par convexite. 
Mais comme (1) est invariant par W, on en deduit que (1) C (2). 
Soit maintenant h E (2) et w E W, A - wh est positif sur a+, done appartient 
B c+; c’est-a-dire X E w-‘(A - c+). D’oh (2) C (3). 
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Rest B montrer que (3) C (1). Introduisons la base de a, duale de la base 
(011 ,***, 01~) formee des racines simples: soit {Hi}14isl definis par (ai , Hj) = Sij 
1 < i < 1. Notons &$A le demi-espace affine defini par z&* = {A E flw 1 (A, Hi) < 
(A, Hi)}, et par HiA sa front&e. On a clairement 
(3) = n n w2fy. 
weWlQ<z 
Notons en passant le resultat suivant qui Cclaire la suite de la demonstration. 
LEMME 6. a$” n Cf C wXiA, VW E W. 
En effet si h E C+, on a (w-9, Hi) < (A, Hi), puisque Hi E a+, et par suite 
si h E &‘/ n C+, (w-9, Hi> < (A, HJ < (A, Hi); done w-9 E S$-‘i. 
Revenons a la demonstration de la proposition; d’aprb 1’CgalitC 
fw = (J WC+-, 
WSW 
on voit qu’il nous suffit de montrer que r)isisl Xi” n C+ est contenu dans (1); 
comme UlPYl) C,W WA est une forme lineaire invariante par W, elle est 
identiquement nulle, et done 0 E (1). 11 nous suffit done de montrer que la 
partie de la front&e de n,,,, g/i qui est contenue dans C+ est contenue dans 
(I), soit encore pour tout i, 1 < i < I, Hi* n (nj+ Xj”) n C+ est contenu 
dans (I). Fixons &, ; I’hyperplan affine Ht est stable par les symetries {~~t)~+~~ , 
puisque (ai, HiO) = 0 si i # i,, . Les restrictions des {s~,}~+~, engendrent 
un groupe de Weyl W, , les projections orthogonales des {cQ}~+~, sur l’hyperplan 
Ht formant un systeme fondamental de racines. La chambre de Weyl dominante 
correspondante est Ht n C+ = Co+; le dual de Ht s’identifie avec l’espace 
vectoriel engendre par les {Hi}i+i , et {Hi}i,iO constitue la base duale de la base 
{ai IH$}i+iO. Les demi-espaces H)s correspondant coi’ncident avec Hc n Xto ; 
on voit qu’on est ramene a montrer que l’enveloppe convexe des {wA},,~, 
contient n,i, ST& n Co+; on termine la demonstration par recurrence sur le 
rang de gc , notant que le resultat est immediat si le rang vaut 1. 
Cela &ant, soit A un poids dominant de classe 1; on notera 
11 est clair que EA est un ensemble fini. 
PROPOSITION 7. Soient A, A’, A” trois poids dominants de classe 1; pour que 
TV- figure dans la d&composition de TT~ @ ril’ , il est nbcessaire que A” E A + EAj . 
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D’apres la proposition 4, A” s’ecrit A + I”, oh p est un poids de EAf ; comme 
p = A” - A, il est clair que p est nul sur I& , et que (p, or)/(o~, a) E 2, Vcd EZ+; 
ensuite, p Ctant un poids de ~~1 , TV est de la forme A’ - ‘&Gl njcyi , avec 
ni >, 0; par suite p E A - C+; mais comme pour tout w E W, wp est aussi un 
poids, on obtient p E flzvow w(A - c+); d’oh le resultat, grace a la proposition 5. 
Soit A un poids dominant de classe 1, et TT~ la representation associee; notons 
eKA un vecteur unitaire (unique a un nombre complexe de module 1 prb) 
invariant par l’action de K. La zonale dn associee est par definition la fonction 
definie par 
+d(g) = &lip r&l eKA> gEGc. 
On montre (cf. [3, p. 2481) que 
(bn(g) = lo e”(H(gk)) dk, Vg E G. 
THBOR&ME 1. Soient A, A’ deux poids dominants entiers de &we 1. I1 existe 
des constantes bien dkterminkes CL- , telles que 
C,- # 0 implique que A” E A + E*p . 
Les fonctions +n , +A? , $A~ &ant analytiques, il suffit d’etablir cette formule 
pour leurs restrictions a U, le produit tensoriel rA @ TT~’ se decompose n somme 
de representations unitaires irreductibles, soit ?r, @ w,’ = Or rr ; en parti- 
culier le vecteur eAK @ e:, se decompose de manike unique comme somme 
c r e, ; comme eAK @ ez, est invariant par l’action de K, il doit en &tre de m&me 
pour chacun des composants e, ; autrement dit si er # 0, I’ est de classe 1. 
De plus d’apres la proposition 7, le poids dominant correspondant appartient B 
A + EL ;d’otier=olr.e2,avecA:~A+E~,. 
Maintenant, pour tout g E U, 
480/37/w 
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Notons enfin que les {$n} forment une famille lineairement independante, 
d’oh l’unicid des {CA*}. 
Nous allons modifier quelque peu les notations: on fixe desormais A’ = M, 
et on s’interesse a la facon dont les constantes CA” dependent de A. On notera 
Si A + Y n’est pas un poids dominant, le terme correspondant est interpret6 
comme 0. 
Posons, pour v, TV E EM , Y # p, et w E W, 
Fv = tj u F:u F= u F,. 
L&f” WPW VOEM 
TH~OR~ME 2. I1 existe des fonctions rationnelles d,(h), v E EM, b coe#icients 
complexes SUY f, telle qU 
(1) 4&V = dv(w-l4 QWEW 
(2) pour tout poids dominant de classe 1 A, tel que A + p $ F, on a C,(A) = 
4V + PI- 
Ce theoreme est une amelioration du resultat de Vretare [lo], dont nous 
suivons en partie la methode de demonstration. Nous aurons besoin de quelques 
lemmes 
LEMME 8. Soient (v&, des points distincts de fc , et (aJiG, des nombres 
complexes quelconques; il existe un polyndme Q, tel que Q(vJ = ai . 
C’est une consequence facile du lemme d’interpolation de Lagrange. 
LEMME 9. Soit (Y&, des points d e c , tels que wvd # vj , pour tous i, j f 
i # j et w E W. I1 existe un polyndme P, invariant par W, et tel que P(v,) # P(v~) 
pour tous i, j E I, i # j. 
En effet, soit Ai (i E I) l’orbite de vi par le groupe de Weyl; par hypothese, 
les (A&, sont des ensembles disjoints; d’apres le lemme precedent, on 
done trouver un polynome Q, tel que Q(wvJ = 01~ , w E W, i E I, oh les 
(%)&I sont des nombres complexes quelconques, mais deux 5 deux distincts. 
On pose P = CwGw Qw; P &pond aux conditions du lemme. 
Venons-en a la demonstration du theoreme 2. 
Soit A un poids dominant de classe I, tel que A + p 6 F. D’aprits le lemme 9, 
on peut trouver un polynome invariant P, tel que P(A + v + p) # P(A + 
TRANSFORMATION DE FOURIER SPHBRIQUE 191 
p +- p) si p, h E EM et v f p. Soit D l’(unique) operateur differentiel appartenant 
a 9(X) tel que y(D) = P. Les coefficients C,(A), v E EM , satisfont le sysdme 
Dj($A,)(e) = C CM Pj(A + v + P), 
VEE‘+f 
(S) 
pour0 <j<#(E,)- 1. 
Mais ce systkme est de Cramer, puisque son determinant (determinant de 
Van der Monde) vaut 
+ n: (P(fl -t v + P) - PM + P + P>), 
Y<U 
ou < est un ordre total arbitraire sur EM . 
Le membre de gauche s’etend en une fonction holomorphe 
Mais d’apres [3, lemme 461, cette fonction holomorphe est a croissance 
polynomiale; c’est done un polyn8me en A. Resolvant le systeme de Cramer, 
on en deduit l’existence des fractions rationnelles d, , telles que (2) soit satisfait. 
Ces fractions rationnelles {d”} sont bien determinCes; en effet les valeurs de 
d, aux points de la forme A + p, oh A est un poids dominant de classe 1 et ou 
A + p #F sont bien determinCes. Mais si deux fractions rationnelles co’incident 
sur cet ensemble, elles sont identiques. 
La partie (1) resulte de cette remarque, et de l’egaliti: ‘pwA = F,, Yw E W, 
VAEf@. 
On peut maintenant Ctendre ce resultat pour les fonctions zonales y,, , oti 
X E fc . La demonstration est identique a celle de Vretare ([lo]). 
TH~O~ME 3. Pour tout X E fc , X #F, on a 
vn .+M = c W) v,t+v - 
XE, 
Nous aurons besoin d’une etude plus precise des fractions rationnelles 
4 (v E &vJ. 
Designons par &c,-r l’ensemble des racines positives indivisibles (c’est-a-dire 
telles que a/2 ITT+). Posons pour v E EM 
oh pour chaque OL E ,Z,,+ le produit est calcule sur toutes les p E EM , telles que 
p - v est un multiple entier de 01 (on dira que p appartient a la wcorde passant 
par v). 
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PROPOSITION 10. D, ’ d, est uti polyndme (V E E,,,). 
11 nous suffit de montrer que D, . d, s’etend en une fonction holomorphe 
sur fc . Les points de F qui n’appartiennent pas a F, sont des singularites 
apparentes de d, , mais on peut prolonger d, au voisinage de ces points. En 
effet soit A, E F\F, ; I’orbite de A, + v est distincte des orbites des points A,, + CL, 
pour p f v. Fixons un point quelconque Ai $ F, et soit P un polynome invariant 
separant les orbites de (A, + PL),,~~~ , et separant Cgalement I’orbite de A0 + v 
de celles de {A, + CL},+, .
Le polynome nTIIzU, (P(h + p) - P(A + p’)) n’est pas identiquement nul, 
puisqu’il n’est pas nul en A, . 
Par suite l’ensemble .Q des points X de fc , tels que P &pare toutes les orbites 
des points {A + p}UEEM est un ouvert dense 52 de fc _ En un point de Q, on peut 
resoudre le systeme (S) precedemment. L’expression donnant d, , comporte 
au denominateur le produit IJUzv (P(A + I*) - P(h + Y)), d’apres les formules 
particulieres de resolution pour un systeme de Van der Monde. Mais A, appar- 
tient a l’adherence de Q, et rJu+ (P(A,, + CL) - P(,\u + v)) # 0 d’apres le 
choix de P. Done d,, se prolonge au voisinage de X, . 
Comme il est possible de negliger des ensembles analytiques de codimension 
au moins 2, il nous suffit maintenant de montrer que D, . d, s’etend en une 
fonction holomorphe au voisinage des points oh F, est (localement) un hyperplan. 
Mais si F” = {A E fc WA - h = TV - WV} est de codimension 1, alors dim 
Ker(w - I) = dim fc - 1. Cela necessite que w soit une symetrie, et comme 
w E W, cela implique que w est de la forme s, , avec 01 E Z,,+. Soit desormais 
01 E Z;i- fix& On a alors 
Pour que ceci ne soit pas vide, il est necessaire que p - S,V = C@,JX, avec 
cU,, E C. Mais alors S& - S,V) = -c,,,ar = -(p - S, . IJ). D’oh S& - r~) = 
-(CL - v), et done ,U - v = TZ,,JX, avec nrr,+ E C; mais nrr,” = (p - v, a>/ 
(ol, a) E Z, grace aux conditions d’integralite satisfaites par les formes p et v. 
De sorte que p appartient a la o+corde passant par v. En reportant, on voit que 
c U,” = (CL + V, ~r)/(~l, a); d’oti aussi 
F;“” = {A E fc I 20, a> = --(CL + v, 4). 
Soit A I’operateur de Laplace-Beltrami, et x = y(A) le polynome invariant 
associe; on sait que 
X(4 = 64 A> - 6% P>. 
Posons pour (T, v E EM 
E,,, = {A 6 fc , x(X + 4 = x(h + 4; 
E 0,” est clairement un hyperplan. 
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LEMME II. SoitvEE,,,, LX E Z,,i~, et p appartenant h la ol-corde passant par v. 
Soit o E E,, ; alors E,,, cokcide avec Fk, si et seulement si 0 = p. 
En effet, E,,, = {X 1 2(h, v - u) = -((v, v) - (a, o))}. Done E,,, ne peut 
co’incider avec F>y que si v - (T est proportionnel a CX; soit CJ = v - n . or; mais 
alors 
(v, v) - (a, u) = 2n(v, cd) - nycx, a> 
= n(v + C, cx), et 
done 
d’oh necessairement CJ = p. La reciproque est immediate. 
11 resulte du lemme que F& n (&+,, E,,,) est de codimension au moins 2; 
il nous suffit done de montrer que D, . d, s’etend en une fonction holomorphe 
au voisinage de tout point du compkmentaire de uozlL E,,, dans Fk, = Ew:,,” . 
Mais on peut alors utiliser le systeme (S) associi: Zr l’operateur de Laplace- 
Beltrami; on voit que d, s’ecrit comme une fraction rationnelle dont le denomi- 
nateur est no+” (x(‘\ + u) - x(X + v)); mais la partie 
g (XV + 4 - xv + 4 
o+u 
ne s’annule pas au voisinage d’un point appartenant a E,,,\&+,, E,,, . 
Par suite, (x(h + p) - x(h + v)) d, est holomorphe au voisinage d’un tel 
point; mais 
A fortiori D, . d, est holomorphe au voisinage de ce point. On pose us = 
I-I dEzO+ (X, a); 7r0 est antisymetrique par rapport au groupe de Weyl W. 
COROLLAIRE 12. Soit v E EM ; alors T,, . d, s’e’tend en me fonction analytique 
SUP f,. 
En effet: 
D,(X)= n (n(h++a)); 
a&r0 + 
pour que (X + (v + ~)/2, IX) puisse s’annuler sur f, , il est necessaire que 
<(v + d/2, m> = 0; mais comme p = v - nol, avec n E H, cela implique 
n = 2(v, ol)/(ol, CX); de sorte qu’il y a au plus une valeur de TV possible. D’ou 
D&9 = Ls+ (X, a). D,(X), oh f5, ne s’annule pas sur f, . D’oh le resultat. 
Notons de plus que r0 . d, est a croissance polynomiale sur f, . 
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4. CARACTERISATION DES TRANSFORM~ES DE FOURIER (cas 2/p - 1 entier pair) 
Pour s > 0, posons 
f”={hefc, Rezuh(H) ,(s.p(H),VH~af, WE WI. 
fSR = f” n f@ s’identifie, via la proposition 5, a l’enveloppe convexe de 
@ . =&!,Fv . 
Soit Z(f”) l’espace vectoriel des fonctions F, definies et continues dans fs, 
holomorphes dans fS, et telles que pour tout h E fsR, la fonction F(h + .) appar- 
tienne a l’espace de Schwartz usuel Y(fi), et que l’ensemble {F(X + .)}A.P, 
soit un ensemble born6 dans 9’(fl). 0 n munit cet espace de sa topologie naturelle 
d’espace localement convexe, qui en fait un espace de FrCchet. De plus c’est 
clairement une algbbre pour la multiplication ordinaire. 
Enfin on designe par z(fs) le sous-espace constitue des fonctions FE Z(f”) 
qui sont invariantes par W. 
THBOR~ME 4. Soit 0 < p < 2; posons s = (2/p) - 1. La transformation de 
Fourier est un isomorphisme topologique de 9” SUT .Z((f”). 
Le fait que la transformation de Fourier est une injection continue de 9~ 
dans z(i”) est (relativement) aisC (cf. [II, II, $2.41). 
Nous allons montrer la reciproque, d’abord dans le cas oh s est un entier pair 
strictement positif. 
Dans ce cas, s . p est un poids dominant de classe 1 (on Ctend p par 0 sur bt); 
en effet la demi-somme des racines de la paire (gc ,,bc) est un poids dominant; 
notre affirmation est alors conskquence d’un lemme d’Harish-Chandra ([3], 
p. 245). On peut done appliquer g s. p les rksultats du paragraphe 3. Notons 
de plus que E,3., C fRs, et que &, , coincide avec la fonction notee +R dans le 
paragraphe 2. Posons en consequence 
f~={~~fclw(~+tL)#~+v,V~~W,V~,v~E,,,~#~vS 
PROPOSITION 13. Soit f E xp, air 2/p - 1 z= s; alors pour tout h E fk n f, 
-W * QsN) = C 44 =Ff(X + 4 
V%gl) 
Remarquons que f. &, E $2, de sorte que sa transformee de Fourier est bien 
definie. En fait 
SW. hJ(~) = j$4 L(4 - -PA(X) dx 
= J(x) . LW VA(X) dx s 
= “E., 44 * j-J(+) ‘PA+~(x> dx
d’apres le theoreme 3. D’oti la proposition. 
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PROPOSITION 14. Soit FE Z(f”); alors la fonction G, dt$nie par 
dt!jinie a priori pour X E fk n f, s’&nd en me fonction appurtenant & z(cfJ. De 
plus Z’application F ++ G est continue de z((f”) duns z(f,). 
D’aprks le corollaire 13, on peut Ccrire d, = l/n0 . d, , oti d, s’ktend en une 
fonction analytique sur 7, ; notons de plus que d,, est k croissance polynomiale. 
PourhEf’nff,, on peut done Ccrire 
G(h) = C dv(h)F(h + 4 
YE% 
= C d,n,(w4F(w@ + 4), VWEW 
“-80 
grace aux propriMs d’invariance de d,(h) et de F. 
D’oh encore, en notant que E,, est invariant par W 
G(X) = c d,(wh) F(wh + v). 
~%l 
Par suite 
G(X) = & C C dv(w4FW + 4 
WEW YEESD 
- dv(wX) F(wh + v) 
= $ - 1 C 44 %(wWW + 4, 
YEE~,, WSW 
oti E(W) dksigne la paritC de w E W. 
LEMME 15. Soit CJI E -O(f!), telle que 
alors il existe une (unique) fonction * E .Z(<f,), telle que 
De plus l’application 9) H # est continue de Y dans z. 
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En effet, soit 01 E .Z,,+; d’apres l’hypothbe q s’annule sur l’hyperplan 
<A, a> = 0; soit x: [0, l] --+ @, definie par x(t) = q(p,$) + t<h, (z)/(ol, OI)~), 
oh p, designe la projection orthogonale sur l’hyperplan (A, a> = 0. Clairement 
x(O) = 0, x(l) = p(X). Le formule de Taylor B l’ordre 1 s’ecrit 
9’(h) = t1 $ (x(t)> = s 6 ; * v (p,(X) + t $f$ a) dt; , 
on pose alors 
SL, est une fonction C”; de plus, si {<A, B>\ > 1, on deduit de l’igalitt p(A) = 
&(A) la majoration 1 +$)I < ) IJJ(~)~; si ](A, a>] < 1, on Ccrit 
I ( 
f cp pa(h) + t .9?2 a 
<% a> II 
G c4 + I P.Gw + t2 IO, aY; 
I #,@)I < C, Jo1 (1 + I pm(h>12 + t2 I(& +12)-’ dt < C - Cdl + I A I”>-‘. 
On majore les d&i&es de I/I, de man&e tout-l-fait analogue. Done (jld E Y(fr), 
et l’application F t-+ r,& est continue de Y dans Y. 
Le lemme s’en deduit par iteration de ce procede a chacune des racines; 
on notera que #a s’annule sur l’hyperplan (j3, A) = 0 si /3 f 01, /3 E Z,,+. La 
fonction $I obtenue a la fin de ce processus est manifestement l’unique fonction 
satisfaisant aux conditions du lemme. 
Revenons B la demonstration de la proposition 14; on applique le lemme aux 
fonctions 
celles-ci sont dans Y(f,) d’aprb les hypotheses, et sont antisymetriques sous 
l’action du groupe de Weyl W. D’oh le r&&tat. 
Les deux derniitres propositions se rtinterpr&tent grace au diagramme suivant: 
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la fleche verticale gauche designant l’application f hf. ds,, , Ctudiee au $1. 
Cette derniere est une bijection; comme la transform&e de Fourier est une 
bijection de .Y2 sur Z(f,), on en deduit que r est surjective; on va maintenant 
montrer que r est injective. 
Soit PI+‘(f) l’espace des fonctions F: fc + C, qui sont holomorphes, et qui 
satisfont la condition: 
11 existe R > 0, tel que, pour tout operateur differentiel holomorphe D, 2 
coefficients polynomiaux, supAEfc epRiReAl DF(h) < + 00, - 
On la munit de sa topologie naturelle. PW(f) designe le sous-espace des 
fonctions invariants par IV. 
LEMME 16. Pour toutes Fl , F, E PW(f), on a 
En effet d’apres la formule de Plancherel, ces deux integrales sont &gales a 
~rf&)~a(x) @,&) dx, oh fr et fi sont les fonction C” a support compact, 
telles que Ffl = Fl et Sf2 = F, , dont l’existence est assuree d’aprb le 
theoreme de Paley-Wiener. 
LEMME 17. PW(f,) est dense dans Z(f”). 
Soit % = (f: a -+ 43 1 V( E fsw, e<e,‘)f (.) E Y(a), et {e(e**>f (.)}EEfPW eat borne 
dans Y(a)}. 
Posons pour une telle fonctionf 
f(X) = Ja f (H) ecAsH) dH, E fS. 
Alors f -f est un isomorphisme de yV sur Z(f”), d’apres la theorie classique 
de la transformee de Fourier-Laplace. De plus si on munit Sp, de la topologie 
naturelle, c’est un isomorphisme d’espaces de Frechet. Mais d’aprb le thtoreme 
(classique) de Paley-Wiener, PW(f,) est l’image de l’espace des fonctions C” 
a support compact, qui est manifestement dense dans Ys. D’ou le resultat, 
en se restreignant aux fonctions invariantes par W. Comme rest une application 
continue de Z(f8) dans Z(f,), on en deduit que, pour tout Fl E Z(p), et toute 
F, E PW(f), on a 
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Venons -en a la demonstration de l’injectivite de c soit F1 E Z(f”) telle que 
T(F,) = 0, et soitf, (1’ unique) fonction de X2, telle que 9f1 = F1 1 f1 ; et soit 
ge$ C”; grke a la formule de Plancherel, on voit que 
d’aprb le resultat precedent. 
1 c(X)I-~ dh 
I 4W2 dh 
De sorte que Jfi&As, = 0 pour toute g E jC”. D’oh fr = 0, et l’injectivite 
de I’. 
Le theoreme 4 est done demontre lorsque s = 2/p - 1 est un entier pair. 
5. INTERPOLATION DES ESPACES DE SCHWARTZ 
Soit I’ un espace vectoriel topologique (sur C), As et Ai deux sous-espaces 
vectoriels, munis de familles de semi-normes {p,‘J> et (pB1}, telles que les injections 
A0 c--+ v et A1 c+ F’ soient continues. Introduisons sur A0 n A1 et A0 + A1 
les topologies definies par les semi-normes suivantes: 
- sur A0 n A1 Pdf) = mWmo(fh P&f)) 
- sur A0 + A1 P&f) = inf( Pmo(fo) + %Y .A)), 
la borne inferieure &ant prise sur tous les couples tels que f = f0 + fi , avec 
f. E As et fr E Al. On supposera que ces espaces sont &par&. On dit alors que 
(As, Al) est un couple compatible. 
Soit S la bande (0 < Re .a < l}; on considere l’espace fl = F(AO, Al), 
forme des fonctions F: S + A0 + Al, telles que 
(1) F est analytique dans 3 (c’est-a-dire pour toute forme lineaire p 
continue sur A0 + Al, z t-, (F(z), p) est holomorphe). 
(2) F est continue et born&e sur S (c’est-a-dire pour tout OL, B, (pa,,) 
(F(4) < Cm,, < + ~0, V.z E 8. 
(3) F(iy) E A0 pour y E IFB, et y w F(iy) est une fonction continue et 
bornee, comme fonction de Iw dans A”. 
(4) F(1 + iy) E A1 pour y E [w, ety -+ F(l + iy) est une fonction continue 
et born&e, comme fonction de Iw dans Al. 
On munit F de la topologie definie par les semi-normes 
P,#‘) = max(z; P,~(F(~Y)), ;;i PBYFU + in)>)- 
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9 est un espace localement convexe sCparC. 
Soit 8, 0 < 0 < 1; on pose 9$ = {FE 9, F(B) = O}; alors F0 est ferme. 
En effet, soit F,, E 9, telle que F,(B) # 0; 1 i existe une forme linkaire p continue 
sur A0 + -4l, telle que (j.+ F,(B)) = 1. L a restriction de p a A0 est continue; done 
il existe une semi-norme p,O, telle que, pour toute f E A”, 1 (CL, f)[ < C,p,O(f). 
De m&me, il existe une semi-norme % 1 telle que, pour toute f E Al, 1 (p, f )I < , 
C,~B1(f). Considerons la forme lineaire definie sur 9 par F t+ (cl, F(8)), 
d’apres le theoreme de Phrogmen-Lindelof, il existe un point z de la frontiere 
de S, tel que I&, F(z))/ >, I&, F(e))/; par suite, on en dCduit que 
I (P, F(e)>1 d max(Co y Cl) PIP. 
Done cette forme lineaire est continue pour la topologie de 9. 
L’ouvert {FE 9/1(~, F(e))1 > +} contient F,, et ne rencontre pas F0 . D’oti 
le rtsultat. 
On pose alors Ae = S/.%$ , Ae s’identifie (algebriquement) a l’ensemble des 
valeurs au point 8 des fonctions de 9. On le munit de la topologie quotient 
associe aux semi-normes 
~$0) = infh@)7 
la borne inftkieure etant prise sur toutes les F ~9 telles que F(B) =f. On 
definit ainsi un foncteur d’interpolation: 
PROPOSITION 18. Soit (AO, Al) et (BO, B1) deux couples compatibles d’e.1.c.; 
soit T me application lin6aabe de A0 + A1 dam B” + B1, telle que T envoie 
continziment A0 dans B” et A1 dans B1; alors T est un opkrateur continu de Ae 
dans Be, pour tout 8, 0 < 0 < 1. 
Soient fP,“>, {P2> (resp. (qyo), 1481)) 1 es f amilles de semi-normes difinissant 
la topologie de A0 et A1 (resp. BO, B1). On verifie immediatement que Test une 
application continue de A0 + A1 dans B” + B1. 
T s’etend en un operateur continu de S(AO, Al) dans 9(BO, B1); en effet 
posons pour F E 9(A”, Al) et a E 5’ (TF)(z) = T(F(z)). 
La fonction TF.ainsi definie est holomorphe dans 3; en effet si p est une forme 
lineaire continue sur Bo + B1, alors 
(so, TF(z);, = (TtCL, F(z)), oti Tt dksigne le transpose de T: A, + A, + 
B,+-B,; mais T*p est une forme lineaire continue sur A, + A, , et par suite 
TF est holomorphe; les autres propriMs se verifient aisement. 
Soit maintenant q$ une semi-norme definissant la topologie de Be, associee 
aux semi-normes q,,O sur A0 et qsl sur Al. D’aprb la continuite de T de A0 
dans BO (resp. de Al dans B’), on peut trouver des semi-normes pa0 et p,l, 
telles que 
WE A0 q,“G’Y) G P,‘(f), vf E A1 dG’Y) G P,?W 
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Soit maintenant F une fonction de F(A”, Al) telle que F(8) = f; alors 
FF(z) E F(Bs, III), et rf%(O) = T(F(0)) = Tf. Par suite 
q$(Tf) < max{sup pyo(TF(iy), SUP d(Wl + ir))> 
?I II 
< max{suppoo(F(iy)), SUP%YW + ir))l. 
v Y 
Ceci Ctant vrai pour toute FE 9(A”, Al) telle que F(0) = f, il s’ensuit que 
ddTf > G didf 1. 
D’oti la continuite cherchee. 
On notera comme d’habitude A8 = [AO, Al], . 
PROPOSITION 19. [&Y&, = 9D,, aoec Z/p8 - I = 8(2/p - 1). 
Comme J?I C ~?a , il est clair que le couple ($a , J$) est un couple d’espaces 
compatibles. Les topologies de Ya et YV peuvent &tre definies a I’aide des semi- 
normes: 
P;,,(f) = ""CP (1 + 4g))" ( c 
Iml<k 
I X=f (d w-1) 
Phn(f) = s;P (I + 4g))” [ c I X=(fV(g)l %?)j~ 
Ial@ 
oh on a pose s = 2/p - 1. En raison d’inegalites Cvidentes entre ces semi- 
normes, il est clair que la topologie sur [J?&YJ~ est definie par les semi-normes 
oh F E *(X2 , &), et F(0) = f. 
Soit f E J?Ie ; alors fE+ E Yz , avec sO = e. s = Z/p8 - 1, 
De m&me fE’@ E JO ; posons, pour z E S 
D’abord F(B) = f; ensuite, si X, E Sk , on a 
< C(1 + I z I)” / TGk I(-K(f~--“~))I ERe=, 
OL 
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avec C ne d&pendant pas de z, puisque, pour un champ de vecteur X, 
! X(W)l = / z.s Ez*-lX(S)I < C . / z 1 . Eaez’s, d’apres (3). 
Par suite F est bien bornee dans S; F est bien entendu continue dans S et 
holomorphe dans S; enfin pour z = iy 
Pour z == I + iy, on Ccrit que 
D’ou finalement une injection continue de 9Ta, dans [$a9&, . Inversement, 
soit maintenant f dans l’interpole, et F une fonction de F(AO, Al) telle que 
F(8) = f. Soit D E 9Yk, et posons 
v,(4 = (1 + u(g))” DF(z)(g) . --l(g), g E G. 
P)~ est une fonction holomorphe dans S, et comme F est continue et bornee 
de S dans AO, v8 est aussi continue et bornee dans S. De plus 
avec m’ 2 m. 
D’apres le theorkme de Phragmen-Lindelof, on en deduit 
I ~~~(41 G max ‘2~ PLO’(~Y)~ sup ~k,dF(l + ZY))> 
< max I~wp P~~,AF(N, sup pk,#‘(l + $))>. 
Ceci &ant vrai pour tout g, on en deduit, puisque -1 - s . 6 = -(2/p,) x 
IfI pg,D,7rL -G maxhbEp ~hc(F(iyh SUP ~k,,(F(l + ;Y))l. 
C eci &ant vrai pour toute F E 9(A”, Al) telle(que F(B) = f, on en deduit 
D’oh l’injection continue de [9&Js dans &,B , 
PROPOSITION 20. [Z(f) Z(fs)ls = Z(f%), avec s, = 8 . s. 
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Grace a la transformation de Fourier-Laplace classique, ceci est equivalent 
a montrer que [SY& = go,, avec les notations du paragraphe 4. Introduisons 
la fonction 
L’application fit f. O+ est un isomorphisme de yS sur 9, comme on le 
verifie aisement. La demonstration du resultat d’interpolation est alors tout-a- 
fait parallele B celle de la proposition 19, 0 jouant le role de E (voir aussi [2]). 
Le theoreme 4 est alors consequence des propositions 18, 19 et 20, et du 
resultat obtenu lorsque 2/p - 1 est un entier pair. 
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